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Abstract

En el presente trabajo se introduce al lector en los modelos autorregre-
sivos para la varianza condicionada heteroscedastica, incidiendo en los proble-
mas que plantean los esquemas mas sencillos y sugiriendo diversas soluciones.
Se describe el concepto, las hipdtesis y los modelos que explican la varianza
condicionada en el tiempo desde diversas perspectivas del analisis estadistico:
relacién lineal o no lineal entre las variables y métodos de estimacién de los
parametros. Finalmente, se discuten diversos contrastes que permiten escoger
entre diversas especificaciones alternativas.



1.- INTRODUCCION

Enla Teoria Econdmica es practica habitual suponer que Los agentes econdmicos
no solamente responden y actuan ante los cambios en los valores medios de las
variables economicas, sino que también tienen en cuenta otros momentos de orden
superior para tomar sus decisiones. Asi, la teoria financiera considera no sélo a la
rentabilidad sino también, y quizas primordialmente, a la volatilidad (varianza) como

determinantes de las decisiones de cartera de los agentes.

Contrariamente, en la econometria estos momentos siempre han sido
discriminados. En la econometria tradicional, por ejemplo, se ha supuesto que la
varianza de la prediccion es constante en el tiempo, ignorando que la incertidumbre
y la aleatoriedad inherentes en los fenémenos econdémicos la modifican
continuamente. Del mismo modo sucede en el analisis de series temporales, en el

que siempre se ha exigido la estacionariedad de la varianza.

Sin embargo los modelos estadisticos modernos, por ejemplo los que realizan la
valoracion de los precios de los activos financieros, utilizan como elemento
diferenciador los momentos condicionados y no condicionados de orden superior al
primero, o r-ésimos. Las técnicas que se utilizan para modelizar los momentos de
segundo orden, 0 mas concretamente la heteroscedasticidad, resultan una ampliacion
del analisis de series temporales, popularizadas para los momentos de primer orden
por Box y Jenkins (1976). Estos modelos, en los que la varianza de la prediccién
puede cambiar en el tiempo, se denominan modelos Autorregresivos Heteroscedas-

ticos Condicionados (ARCH) y fueron propuestos originariamente por Engle (1982).
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La amplia difusion de los modelos ARCH en trabajos empiricos, en especial en
economia financiera, ha radicado en su éxito a la hora de sintetizar los rasgos que
caracterizan el comportamiento dindmico a corto plazo de las variables involucradas,
a saber agrupacion (‘clustering’) de las volatilidades y la existencia de distribuciones
incondicionales de probabilidad altamente leptocurticas. Al tiempo que los modelos
ARCH se han ido popularizando en la dltima década, también lo han hecho las
panoramicas sobre los mismos, véase Nijman y Palm (1991), Bera y Higgins (1992),
y sobretodo Bollerslev, Chou y Kroner (1892), por sélo citar algunos ejemplos. En
castellano, el lector interesado puede recurrir al excelente articulo de Novales y
Gracia-Diez (1993). En la mismalinea, el presente trabajo pretende introducir al lector
en estos modelos, incidiendo en los problemas que-plantean los esquemas mas
sencillos y sugiriendo diversas soluciones. Asi, se va a tratar de describir el concepto,
las hipétesis y los modelos que explican la varianza condicionada en el tiempo desde
diversas perspectivas del andlisis estadistico: relacién lineal o no lineal entre las

variables y métodos de estimacién de los parametros.

2.- MODELOS AUTORREGRESIVOS CONDICIONADOS HETEROCEDASTICOS

Los modelos ARCH son una clase de procesos estocasticos que estan
caracterizados porque, aun teniendo media nula y estando serialmente incorrelaciona-

dos, poseen una varianza condicionada que no es constante en el tiempo.
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En el modelo ARCH mas sencillo (Engle, 1982) se parte de un esquema
autoregresivo de orden uno (aunque para su formulacién pueden utilizarse otros
modelos ARMA mas complejos, véase Weiss (1984)):

VeVt €,

en el que g es un ruido blanco (g, = i.i.d. N(0,02)).

Si se representa por E[.] el operador matematico esperanza condicionada a la
informacidn existente, la media condicionada del proceso estocastico y, es,
E.ly]=¢,y,.,
mientras que la no condicionada (la media del AR(1)-en-este-caso) es cero ya que no
existe término independiente,
E(y,] =0

Por otro lado, la varianza no condicionada de y, (del AR(1)) es igual a

62
2
1-¢3

Var[y,]l =
mientras que la varianza condicionada de y, es,

var, ly. 1=E, [ y.-E, [y, ] 1%=E, (5., *e.~d,y,.,] *=E(e}] =o;

Asi, la distribucién de y, condicionada a la informacidn existente es

yt/q’c-l"N(O:ht)

donde, v, es el conjunto de informacion disponible en t-1, y con h? se representa la

varianza de y,, dependiente del tiempo en nuestro caso.
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Asi pues, el modelo AR(1)-ARCH(1) la varianza condicionada de y, sigue un

polinomio autorregresivo de orden uno:

Y=y, *€,
E,  [e,]=0 [1]
hi=a,+a,e?_,

siendo oy y o, parametros desconocidos.

Los errores ARCH también pueden obtenerse a partir de un modelo de regresion

con perturbaciones heteroscedasticas,

Ye=x.B+u,

donde, y, es la variable dependiente, X, €S un conjunto--de - variables exégenas y
endégenas retardadas incluidas en el conjunto de informacién V. Y, B €s un vector

de parametros desconocidos.

La distribucion de la variable dependiente condicionada a toda la informacién

existente es

Y,;/‘l’c-l"' N(Xtﬂ,hg)

en el que se ha supuesto la normalidad de la variable dependiente

Definiendo g, error en t, como la diferencia entre el valor observado y el valor

estimado de la variable dependiente en t,

U xtB

la varianza heteroscedastica, h?, puede ahora formularse como
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hi=h(e._,, ... 1Crpr Xp Xy s v Xy, @)

que supone incluir todo el conjunto de informacién en t-1, o bien de una forma mas

sencilla como

(2]

2 2 2
2t ta e p=ayta (L) e,

donde, a, es el término independiente del polinomio autorregresivo, relacionado con

la varianza no condicionada, y, o(L)=a,L+a,L2+...+0 L. De esta forma, un ARCH(1)

No es mas que

ye=x.p+e,
E [e, ]=0
Var,,[e, 1=hi=a,+a,e?,

donde, var,, es la varianza condicionada a la informacién en t-1.

Hipdtesis del modelo ARCH

Del articulo de Engle (1982) se pueden extraer tres hipdtesis iniciales que

- caracterizan al modelo ARCH(p).
Dependencia lineal de los valores de &

En esta hipdtesis se hace referencia conjuntamente tanto a la dependencia

lineal de €2 respecto a sus errores pasados y a la forma funcional lineal para la

varianza condicionada.



Normalidad condicionada del error

Se supone que las observaciones generadas a partir de un modelo ARCH se
distribuyen condicionalmente como una normal. Esta hipétesis permite aplicar la
siguiente propiedad. Para una variable aleatoria X que estd normalmente
condicionada a la informacién existente, con media nula y varianza constante, el

segundo r-esimo momento de la misma se puede expresar como,

E[x27] =ozf_fI (27-1)
J=1

Asi, cuando la distribucién condicionada ‘de ¢ es normal y la varianza

heterocedastica sigue un esquema ARCH(1),

hZ=ay+a e,

con parametros o,>0 y a,>0, el segundo m-ésimo momento puede escribirse como

ELhZ"/y,_,] =h§’"jﬁ (27-1) = (@y+a,e2.) @0 (25-1)
=1 j’l

Acotacion de las varianzas

Una hipotesis adicional que podemos considerar en la especificacion del

modelo ARCH es que la varianza ha de ser estrictamente positiva y finita.



Varianza estrictamente positiva

Para asegurar que la varianza condicionada sea estrictamente positiva en todos
los valores o realizaciones pasadas del error, ¢, , el modelo ARCH necesita que el
espacio de parametros esté acotado a ser estrictamente positivo. Esto es, todos los

valores de a; en [2] deben ser positivos, o>0, i=1,...,p.

Asi, en el modelo ARCH(1) 0,>0 y a,>0. Por otra parte, o, coincide con el valor

de la varianza no condicionada que es constante.

Varianza finita o estacionaria

Para que las varianzas sean estacionarias y finitas, es decir, para que su funcion
de densidad conjunta sea constante en el tiempo, la acotacién de la varianza requiere

que en [2] se cumpla el teorema 1 de Engle (1982) el cual determina que el 2r-ésimo

momento de un ARCH(1) debe verificar que

i1l (25-1) <1
J=1

Asi, un modelo ARCH(1) con parametros estrictamente positivos 0,>0 y o,>0,
tendra un segundo momento condicionado positivo. Pero para que este momento esté
acotado, es decir para que la varianza sea estacionaria y finita, se requiere ademas

que o'<1.



Partiendo de [1],

hi=ei=a,+a, €5, = E[h] =a,+a,E[hZ,]

1.4
E(hf]=—2

1

Un proceso ARCH lineal de orden p sera estacionario en covarianza si y solo si,
las raices de la ecuacion caracteristica de h? caen fuera del circulo unidad (Engle,

1982). Esta condicién implica

P
Y a<1
i=1

que no es mas que su varianza incondicional, si el ARCH(1) es estacionario (a'<1).

Mientras que la varianza incondicional de un ARCH(p) estacionario es,

&,

p
=1

var[e,] =al=

Obsérvese que,

hZ-oZ=a, (e?,-0?)
es decir, la varianza condicional de h?% es mayor que su varianza incondicional, ¢,

cuando se producen ’sorpresas’ altas (positivas o negativas).

Otros momentos incondicionados de orden superior pueden ser derivados a partir
de las tres hipdtesis vistas previamente (Engle, 1982). Bajo la hipétesis de normalidad

condicionada los momentos de g, de orden impar son nulos por simetria. Mientras que
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los de orden par pueden ser derivados definiendo un vector w, de variables

retardadas, w'=(€?,,...,€2 ), y resolviendo la siguiente ecuacién:

E[WI/\Vt~1]=b+Awt-1

en la que,
b'={a,,0,..... , 0]/
(@, @, ... @, 0]
1 0 .0 0
A= 0 1 .0 0
0 0. 10

Aplicando sustituciones sucesivas

Elw,/¥, ) =(I+A+A%+, . . +A% 1) braky

y obteniendo el valor en el limite se consigue la expresién para los momentos

estacionarios no condicionados de &,

lim E (w, /Wey 1=E [w, ) =(I-2) b

En el ejemplo mé&s simple, si deseamos obtener- el cuarto y el segundo

momento estacionario no condicionado de un ARCH(1), tal que, w=[e’, ,.e2.]

aplicando el segundo supuesto, tenemos que

2
E [et1 1= (@o+a€5,)2 T (27-1) = 3ad+3alel +6a 0,62,

J=1
2 2
E [et, 1= a,+a,85,
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entonces

3a3] [3a 6aya,

0 @

Elw,/¥,,]= +

t-1

o] 1

siendo,
b'=3ai @

2
3a] 6a,a,
0 e

por tanto, en el limite el valor de los momentos estacionarios no condicionados es un

vector 2x1 de elementos, tales que,

1-al
2
1‘3“1

3al
(1‘“1) 2

Elw.]=
@y
1-a,

en el que el elemento inferior es la varianza no condicionada del ARCH(1) y el
elemento superior es el producto que obtiene el cuarto momento, si a, es distinto de

cero (tercera hipétesis).

Es decir el momento de cuarto orden no es mas que,

1-a?

3(varle,.])? >
1-3(!1

momento que es mayor que el de una variable normal dependiente e idénticamente
distribuida. Es decir, las colas de la distribucion marginal de g son mas 'gruesas’ que
la distribucion normal. De hecho, despejando la ecuacién anterior, los momentos de

cuano orden soélo existiran si a<.557



11

E[e!] <=

1

@,<3 2=0.557

y los momentos de octavo orden

IACHES

[

@,<105 4=0.3123

3.- OTROS MODELOS ARCH

En la extensa literatura sobre los modelos ARCH se encuentran otros tipos de
especificaciones, cada una de las cuales hace referencia a una de las hipotesis

planteados en e! modelo: dependencia, normalidad condicionada y forma funcional.

Hipotesis de dependencia de los valores pasados de €,

El modelo ARCH propuesto por Engle (1982) supone que la varianza
condicionada, h?, s6lo depende de los valores pasados de €?. Sin embargo, h? puede
no depender exclusivamente de los errores pasados del modelo, sino de cualquiera

de los elementos o variables incluidas en el conjunto de informacién vy, ..

Desde este punto de vista, Weiss (1984 y 1986) sugiere algunos tipos de
procesos ARCH donde h?% es una funcién de los valores retardados de Y,, de las

predicciones de y, y de otras variables exdgenas que se encuentran dentro del
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conjunto de informacion. Bollerslev (1986) sefiala la posibilidad de que la varianza
condicionada h? sea, ademas, una funcién de los valores retardados de ella misma
(P , hz,_p), dando lugar a un tipo de modelos que se conocen como ARCH
Generalizados 0 GARCH de orden (p,q). Desde una perspectiva multivariante Engle,
Granger y Kraft (1984) y Granger, Robins y Engle (1984) indican que la varianza
condicionada puede estar relacionada no sélo con los valores retardados de otras

variables sino también con sus varianzas.

3.1.- MODELOS ARCH LINEALES

Los modelos lineales alternativos para los procesos de varianza condicionada
heteroscedastica pueden ser sintetizados, segun la literatura al uso, en cinco grandes
especificaciones: modelo GARCH(p,q), modelo ARCH-M, modelo ARCH vectorial,

modelo ARCH de factores latentes y modelo estructural de series temporales con

errores ARCH.

Modelo GARCH(p.q)

El modelo GARCH (p.q) fue propuesto por Bollerslev (1986). La ecuacion que
describe este modelo es una suma de polinomios: uno autorregresivo de orden py

otro media movil de orden q, para la varianza heteroscedastica obtenida del ajuste en

[1] o en [2]. Asi,

q b ‘
hi=w+Yy" @ et 5+y Pihl=w+a (L) ei+P (L) h? [3]
i1 i1
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en el que, los valores de los parametros del modelo deben ser positivos (es decir,
>0, a>0 y B>0) para evitar que las varianzas sean negativas, las raices del polinomio
B(L) deben estar fuera del circulo unitario (como en un modelo ARMA (p,q)), v la
varianza no condicionada (w) debe ser constante para asegurar |a estacionariedad en

covarianza.

El modelo GARCH(p.q) en [3] puede reescribirse como un modelo ARMA(m,p),

tal que

ei=w+(a,+p el +..... + (@B €2 BV e B v, ,*v, (5)

donde m=max(p,q), a=0 para i>q, con g, y v, incorrelacionados.

En un modelo GARCH(1,1) tal como,

2_ 2
he=eyva.e.;+B hey

es suficiente que o, +p,<1, para que la varianza heteroscedastica sea estacionaria. En

general, en un GARCH(p,q)

Qg
1-,-...-a~B,-...-B,

O,

y la condicién de estacionariedad es que Oy +0+B .+ <1
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La condicion necesaria y suficiente para la existencia del 2 r-ésimo momento

estacionario y finito en el GARCH(1,1) es que,

r
pla,B,r )=E(m) a; al p™7 <1
= \J
que resulta de aplicar la férmula de los momentos con respecto al origen, y en la que
por ser una distribucién normalmente condicionada se requiere adicionalmente que

a,=1

a,=1 (25-1)
3T

Asi, el segundo r-ésimo momento no condicionado parag, puede ser expresado

de forma recursiva como

r-1
E (e} 1=a, Y a,'E [e3") af,'"( ) pla,, B,.n)
n=0

I -
rin x (1w (e, By 7))

y cuya formulacion particular resulta mas complicada que la del ARCH.

La mayoria de los modelos empiricos ARCH estimados adoptan el esquema
GARCH, en concreto el de un GARCH(1,1). Una explicacion a este hecho la
proporciona Nelson (1990a). Este sefiala que el modelo GARCH(1,1) converge a un
modelo de difusion de tiempo continuo cuando la frecuencia de observacion de los
datos es 'arbitrariamente’ alta (diaria, horaria, etc). Este hecho es muy usual en la
teoria financiera, sustentada en ecuaciones diferenciales estocasticas en tiempo
continuo, mientras que los datos se observan en tiempo discreto. Una explicacion

alternativa la proporcionan Brock, Hsieh y LeBaron (1991). Si € es lineal, el

esquema GARCH(p,q) no es més que la representacion parsimoniosa de un proceso

infinito de Wold para €2.
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Modelos Inteqrados en varianza

Si en el esquema mas sencillo de generacion de datos ARCH, un ARCH(p), se
cumple a,+a,+...+0,21, 0 en un GARCH(p,q) 0y +0p+... +0+3,+B,+... 4B .21, entonces
existe, al menos, una raiz unitaria en el polinomio definido por su respectiva ecuacion
caracteristica. Esta situacién, que se corresponde con la persistencia en la varianza,
es decir una respuesta 'excesivamente’ lenta de la misma ante un shock, se

denomina integracién en varianza y se denota por IARCH(p) o IGARGH(p,q),

respectivamente.

Notese que al existir raices unitarias en los polinomios caracteristicos, la varianza
no condicionada no existe (o es infinita). De hecho, es el mismo fenémeno que se

encuentra cuando se consideran distribuciones incondicionales estables para series

financieras.

Tomando como punto de partida un modelo GARCH(p,q) caracterizado por

E.,[e.]=0

q P
21 1 2_ 2 2
E,_ [et] ‘hc—w*z : “iec-1+z : Bihe s
i=1 i=

con »>0, o>0, B>0. Si ademas,
q . p .
1-Y a;Ai-Y B,Ai=0
i=1 i=1
Entonces existen d>0 raices unitarias y (max(p,q)-d) raices fuera del circulo
unitario. El modelo de denomina integrado en varianza de orden d si =0, e integrado

en varianza de orden d con deriva si 0>0.
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El modelo IGARCH puede parecer similar en términos de prediccién al de
camino aleatorio para la media condicional. En el modelo de camino aleatorio con
deriva la prediccion de la media s periodos en el futuro es igual a la de hoy y los
shocks en el sistema son permantentes. Del mismo modo, los shocks de la varianza
condicionada cuando se manifiesta la existencia del IGARCH son también

permanentes.

Pero a diferencia del camino aleatorio, 0 mas genéricamente de los modelos
ARIMA, el modelo IGARCH es estrictamente estacionario y ergédico (aunque no
estacionario en covarianza). Ademas, mientras la teoria asintética para los modelos
ARCH es extremadamente dificil, Lumsdaine (1991) demuestra que los
procedimientos estandar de inferencia asintética son generalmente validos incluso
cuando los datos son generados por un modelo IGARCH, si bien las evidencias de
Monte Carlo presentadas en Hong (1988) sugieren que los tamafos muestrales
deben ser bastante grandes. Por otra parte, Nelson (1990b) demostrd que un
(DGARCH con media nula, a diferencia de los modelos ARIMA, es empiricamente

imposible, pues converge a cero con rapidez.

Muchos de los modelos GARCH empiricos estimados para series financieras son
integrados en varianza. Segun Nelson (1992) este fenémeno no es mas que una
consecuencia de las altas frecuencias de observacion de los datos. En este sentido,
cuando estas mismas series financieras son observadas a frecuencias bajas la
evidencia de una raiz unitaria desaparece. Lamoreaux y Lastrapes (1990) sugieren

que la aparente integracién en varianza es el resultado de cambios estructurales.
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La existencia de raices unitarias en las varianzas se puede contrastar de
manera analoga al caso de las medias aunque, a diferencia de las raices unitarias en
media, los contrastes se distribuyen de una forma estandar (Engle y Bollersiev,
1986). Del mismo modo, y en analogia a la cointegracion en media, la persistencia
en varianza puede ser comun entre diferentes series. En este sentido, las variables
se dice que presentan co-persistencia o cointegracion en varianza (Engle y
Bollerslev, 1986; Kunst,R.M., 1992), lo cual tiene importantes implicaciones en la

construccion del predictor 6ptimo a largo plazo para las varianzas y covarianzas

condicionadas.

Modelo ARCH-M

El modelo ARCH-M (Engle, Lilien y Robins, 1987) pretende modelizar,

simultaneamente, la evolucion de la media y varianza de la serie temporal.

Ye = (x4, hiip) + L
La forma funcional de g() suele ser lineal o logaritmica. En este modelo un
incremento de la varianza condicionada estard asociado con un incremento o
decremento de la media condicionada de y, dependiendo del signo de la derivada

parcial de g(x,_,,h%,B) con respecto a h?.

Este tipo de modelos puede ser muy apropiado para representar muchas teorias
financieras en las que se supone que la rentabilidad depende del riesgo, medido por

la varianza condicionada.
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Una extension del ARCH-M es el ARCH-M de parametros cambiantes, TVP-

ARCH-M, (Chou, Engle y Kane, 1992).
yc=bchg+ec
b,=b,_,+v,
h§=a0+a1n2t-1+azh3—l
donde, e, y v, son idd N(0,h,) y N(0,62), respectivamente, y estan incorrelacionados.

n, aparece porque b, y h? son inobservables y no es mas que,

N=Y~Eey (V) =y,~E., (b,) hg:ec+ (b,~E,_, (b,)] h{
E..(b) es el predictor éptimo de b, en t-1. Nétese que cuando h?, es observable las

ecuaciones para y, y b, no son mas que el modelo de regresion de parametros

cambiantes.

Modelos Vectoriales o Multivariantes

Muchos de los problemas tedricos financieros no pueden ser analizados de forma
univariante. En este sentido, los modelos vectoriales o multivariantes se han

desarrollado para explicar la variacién simultanea de las varianzas heterocedasticas

de diversas variables.

En el modelo Multivariante o ARCH Vectorial existe una representacién para g
igual a un vector Nx1 de procesos estocéasticos. Asi,
&=z, Q' con z, iiid., E(z)=0 y VAR(z)=l.
Q, es una matriz NxN de varianzas-covarianzas semidefinida positiva y medible con

respecto al conjunto de informacion en el periodo t-1.
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En el modelo Multivariante ARCH(q) (Kraft y Engle, 1983) Q, esta definida por

una funcion lineal entre los productos cruzados de los errores pasados

contemporaneos.

a
vech(Q,) =w+Y A,vech(e,_je;;)
=1

donde vech(g €';) es el operador que permite transformar la submatriz diagonal
inferior del una matriz NxM en un vector (N(N+1)/2)x1, @ es un vector (N(N+1)/2)x1,

y A es una matriz de orden (N(N+1/2)x(N(N+1)/2).

El modelo ARCH multivariante puede ampliarse a un modelo GARCH(p,q)

Multivariante (Bollerslev, Engle and Wooldridge, 1988) del tipo

g p
vech(Q,) =w+Y A;vech(e, ;e ;) +Y" B;vech(Q,_;)
= =

que introduce un sumatorio con los términos en vech(€,;) y un término B, que es una

matriz de orden (N(N+1/2)x(N(N+1)/2).

Observese que en este modelo hay 1/2N(N+1)[1+N(N+1 }p+Qq)/2] parametros, por
lo que incluso para N pequefios deben imponerse restriciones. En este sentido se han
desarrollado los ARCH Factoriales (Engle (1987), Engle, NG y Rothschild (1990),
Diebold y Nerlove (1989)) en los que se incluyen factores latentes no observables.
Estos factores pueden estar motivados por una aparente comunalidad en las

agrupaciones de las volatilidadades entre las diferentes variables.
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En estos modelos la matriz de varianzas condicionadas Q, esta expresado por

una combinacion lineal de g,y Q,,

g K p K
Q(;""”’E E aix Gk flﬁ €roy e,t—z £y gk E Zb.zk Gx fi R t-1 Lk g1,<

i=1 k=1 i=1 k=1
a,, by son escalares constantes, g, y f, son vectores Nx1 con las propiedades de que

f =1y f,g=0 para k distinto de j.

Asi, la representacion GARCH para los k factores sugerida por Engle (1987)

K K
vech(Q,) =w-Y " vech(g,gi) +Y vech (£, £{) h,
k=1 k=1

donde, W=vech(v) y h?,

g p
2 _ 2zl 2,2
hie=wi+ Y aji (£i€,_y) 2+3 " biihi,
- =

Modelo Estructural de Series Temporales con errores ARCH (STARCH)

Este modelo propuesto por Harvey, Ruiz y Sentana (1 992) parte de la idea de
que los errores que se obtienen del modelo estructural de series temporales basico,

BSM, (Harvey, 1989) tienen una conducta heteroscedastica y modelizable mediante

la representacion ARCH.

Este modelo, como los modelos estructurales de series temporales univariantes,

pdede ser expresado en forma de espacio de estados. La ecuacién de observacion

0 medida es,
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V=2, . +X pB+Ae +e;

donde, o, €s un vector de estado mx1; modelizable segun la siguiente ecuacién de

transicion. Esta determina al vector de estado impicito en la ecuacion anterior,

@ =T &, ,+¥n +n;
Z,y T, son matrices NxM y MxM, respectivamente, que pueden ser no estocasticas,
X, es una matriz NxK de variables observables, B es un vector Kx1, €,y 1, que se

distribuyen NID(0,H") y NID(0,Q’), respectivamente, y estan incorrelacionados.

El efecto ARCH se introduce como un modelo lineal para las perturbaciones

& Y M,. Las ecuaciones para el modelo de varianza heterocedastica se concretan en,

hi=a,+a,e?,

para el error de la primera ecuacién del modelo estructural, Y,

Te=Vo+ViMts
para el modelo de la ecuacién de estado. Evidentemente, €& €, M, ¥ M, son
mutuamente independientes. Si se eliminase g y n, se tiene el modelo lineal de

espacios de estados estandard.

Las perturbaciones ¢, estan serialmente incorrelacionadas, poseen media nula

y varianza og/(1-a,) con a,>0 y O<a,<1. Ademds,las perturbaciones

L 3
Ae +e;

son ruido blanco multivariante con matriz de covarianzas
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&,
(1-a,)

AA/+H]

Ademas, 1, esta serialmente incorrelacionado, con media nula y varianza Y/(1-

Y1) con ¥,>0 y O<y,<1, y con

¥n.+n;

que también es ruido blanco multivariante.

Por ejemplo, en el modelo estructural mas simple donde

YeSH e,

BeSHea ™M,

donde vy, es la serie temporal, €, y n, son ruido blanco y ecuacion de transicién
p’t}_ [1 0] Beoa . [1}11
N [00)|n.,| [2]"¢

3.2.- MODELOS NO LINEALES PARA LA VARIANZA HETEROSCEDASTICA

*
a,=

Hipodtesis de la Forma Funcional
Una segunda linea de investigacién sobre los modelos ARCH considera la
forma funcional de la varianza condicionada, h?, distinta de la especificacion lineal
inicialmente propuesta. Engle (1982), Engle y Bollerslev (1986), Geweke (1986) y
Pantula (1986) han sugerido otras formas funcionales alternativas que intentan

especificar una mejor conducta de los movimientos de la varianza condicionada en

el tiempo.
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Higgins y Bera (1990) sefalan que la especificacién de un funcién correcta
para la varianza condicionada resulta bastante importante, porque la precision de los
intervalos de confianza depende de la seleccion correcta de una funcién que relacione
las varianzas futuras con el conjunto de informacion, Yy, porque la precision de los
contrastes que se utilizan para detectar la existencia de procesos de vérianza
heterocedastica se determina parcialmente por la forma funcional que se elija para la
misma. Asi, una forma funcional incorrecta para los errores obtenidos de la estimacion
de cualquier modelo de regresion, puede conducir a resultados inconsistentes en las
estimaciones de los pardmetros. Estos modelos no lineales pueden resumirse en dos

grandes grupos segun el tipo de estimacion realizada, estimacion paramétrica y

estimacion no paramétrica.

1.- MODELOS NO LINEALES Y ESTIMACION PARAMETRICA

Estos modelos se caracterizan porque en los procesos de estimacion de los
parametros del modelo se utilizan distribuciones de densidad condicionadas

parameétricas (normal condicionada, t-Student, etc.).

Modelos ARCH exponenciales y de valor absoluto.

Los modelos ARCH no lineales ya habian sido propuestos por Engle (1982, pp

993). Este propone el siguiente modelo exponencial:
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en el que la varianza es positiva para todos los valores de a. Sin embargo los datos
generados por este tipo de proceso pueden implicar una varianza infinita dificuttando

la estimacion y la inferencia.

Como alternativa se ha propuesto el modelo de valor absoluto,

hi=ag+a le,  |+..... +ayle,

en el que los parametros de la varianza, a, son positivos, a>0, aunque a diferencia

del modelo anterior la varianza es finita.

Modelo Logaritmico (log-ARCH)

Adicionalmente, y en un intento de resolver los problemas ocasionados por el
incumplimiento de la hipétesis de no-negatividad en el modelo ARCH, Geweke (1986)
y Pantula (1986) sugieren una forma funcional alternativa a las propuestas por Engle
(1982), asegurando una varianza condicionada positiva y finita para todo el espacio

parametrico de a. Formalmente,

log (hi) =ey+a,log(e2 ) +. . ... +a log (e )
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Modelo ARCH Exponencial Generalizado (EGARCH)

Otra forma funcional que esta dentro de las especificaciones no lineales es el
modelo Exponencial ARCH Generalizado de orden (p,q), o EGARCH (p,q), propuesto
por Nelson (1990c),

(1+g,L+...+¥ L9
(1-a,L-...-a,LP)

log hi=a+ g (z,.,)

en el que

g(z,) =0z, +y[|z.|-E|z.])

sustituyendo en la ecuacién en logaritmos

g p
log hi=w+) a, [0z, s+v[|z.|-E|z.[] ]+ ) B; log hZ,
= =

De forma alternativa (Geweke, 1986 y Pantula, 1986)

24 P
log(h{) =w+Y & log(zZ ;) +Y B;llog(zZ ;) -log(hZ ;)]
= = ~

A diferencia del GARCH(p,q) este modelo no necesita restricciones en los
parametros para asegurar la no negatividad de la varianza condicionada. Por otra
parte, obsérvese que en este modelo h2 es una funcién asimétrica de los valores
pasados de ¢, Es decir, la varianza no sélo depende de la magnitud sino también del
signo de los shocks. De hecho este fenémeno de 'apalancamiento’ se puede observar

con cierta frecuencia en el comportamiento de los mercados de acciones.
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Modelo no Lineal ARCH (NARCH)

Un modelo que contiene muchos de los propuestos en la literatura es el
desarrollado por Higgins y Bera (1990). El planteamiento de su modelo se centra en
el desarrolio para la varianza condicionada de una funcién similar a la que se conoce
por la teoria econémica como funcién CES o de Elasticidad Constante de Sustitucion,
que comprende, como casos particulares, a las funciones de produccidon mas

conocidas como la funcién de Leontieff, la funcion de Cobb-Douglas o funciones de

tipo lineal,

1
hi=1d,(0%) %+, (e2 )8+, .... +d,(e2.,)0] 3

0%>0, ¢,>0 y 0<d<1 para i=0,1,......p, y, X ¢=1

El NARCH(p) es una especificacion bastante flexible, y puede reescribirse como,

28-1 - 2 - 2\ 8-
h¢ (02)8 1 CH L 1+ . (etp)

5 =0 — b, —E e o —%

que no es mas que una transformacion tipo Box-Cox (1964). Asi cuando 8=1 el
modelo para la varianza condicionada deviene lineal y cuando §—0 el modelo es

logaritmico,

log (hf) =b,+¢,log (e2 ) +..... +$ log (e%_p)
La varianza del modelo NARCH(1) es finita siempre que,

_a o
o, (n 2) (2°)I‘[-§%-1-]<1

donde I (.) es la funcién Gamma.
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E! modelo propuesto por Higgins y Bera (1990) fue propuesto para predecir
el comportamiento futuro de varios tipos de cambio con respecto al délar. Si bien las
predicciones puntuales obtenidas por este modelo son similares a las obtenidas por
otros modelos mas sencillos, las predicciones por intervalo son mucho mas precisas
en el caso del NARCH, por lo que parece que este modelo capture mas dptimamente

los movimientos en el tiempo de la varianza condicionada.

2.- MODELOS NO LINEALES Y ESTIMACION NO PARAMETRICA

En estos modelos la estimacion de los parametros se realiza con funciones de
densidad no paramétricas, generalmente aproximaciones polinomiales y expansiones
trigonométricas, que evitan la utilizacién de la hipétesis de normalidad condicionada

para la distribucion de los residuos del modelo de regresién o serie temporal.

Pagan y Schwert (1990), basandose en Gallant (1981), analizan una alternativa

no paramétrica en la cual especifican la varianza condicionada utilizando un desarrollo

en serie.

L 2
hi=0*+Y" [(@,z,,+B;2%;) +Y (y,c08 (kz,y) +d;sin(kz,)) ]
J=1 k=1

h? se aproxima por una funcién polinomial y por términos trigonométricos de los

errores estimados, z;= ;.
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Como alternativa Pagan y Schwert (1990) utilizan también funciones de kernel

para aproximar el proceso lineal discreto que modeliza la varianza condicionada. En

concreto

T T
2 2 =
ht=§:wjt €5 S:ch—l
Jj=1 J=1

en esta expresion w, son ponderaciones construidas recurriendo a funciones de

kernel,

K(z,-z,)

T
k=1

(‘)jt=

K'son funciones de Kernel caracterizadas por ser no nulas, simétricas e integrables.

Hipotesis de Normalidad Condicionada

Como vimos, la distribucién condicionada de las observaciones generadas a partir
de los modelos ARCH es frecuentemente asimétrica y leptocurtica (es decir, mas
apuntada que la distribucién normal teérica). Sin embargo, aunque es frecuente que
los residuos estandarizados de los modelos estimados, z=¢g/ht, tengan elevados
grados de leptocurtosis, si la varianza esta correctamente especificada los excesos

de curtosis no pueden exceder a los de los residuos sin estandarizar (Hsieh, 1989).

Para eliminar el elevado grado de leptocurtosis de las distribuciones empiricas se
han propuesto, alternativamente, distribuciones condicionadas con colas mas gruesas

que la distribucion normal: la distribucion de densidad t-Student (Bollerslev, 1987),
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la distribucion normal-log-normal en Hsieh (1989), o la exponencial generalizada en
Nelson (1990c), entre otros. También existen aproximaciones de distribuciones de
densidad semiparamétricas en las que se utilizan expansiones polinomiales

(Bollerslev, Chou y Kroner, 1992).

4.- ESTIMACION

Los parametros de un modelo ARCH se pueden estimar por el método de
Maxima Verosimilitud (Engle (1982)), el Método Generalizado de los Momentos
(MGM) (Mark (1988)), o por métodos de inferencia bayesiana (Geweke (1989)).
Particularmente, el estimador utilizado por Engle (1982) es'el Maximo Verosimil, que

es asintéticamente superior a los MCO, los cuales no alcanzan la cota de Cramer-

Rao.

En los modelos para la varianza heterocedastica condicionada el logaritmo de la
funcion de verosimilitud se construye bajo el supuesto de normalidad condicionada del
error. Sea L(o) es el logaritmo de la funcién de verosimilitud para el vector de
parametros o y todos los valores de €2 (g2,,...,e%); |, el logaritmo de la funcién de

verosimilitud para la t-ésima observacion, entonces

2

I 1.(a) 1 & €
L(a)= f_—=-_=YV [log hZ+—L)]
; T 2T; © n?

g/h, es z, los residuos estandarizados.
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Para estimar o se maximiza dicha expresion. Las condiciones de primer orden

son,

ol, 1 oh? ezt_l
0 pp2 da | p?

t

y la segunda derivada,

&*1, _ -1 0On? anZ €2 e2 8 . 1 0n?

dada’ 2p¢ Oa aa’h_f h? da’ 2p? da

En general los parametros se suelen estimar eficientemente recurriendo a algun

algonitmo iterativo tipo scoring. La i-ésima iteracion de este algoritmo puede escribirse

como,

donde,

2 2 2
z.=(1,8%4,...,8cp) /R

/ /
z'=(z), ...,z

y f es el cociente entre la diferencia entre los errores €2, y h? y los valores de h2,.

28 2D

£ =(e%-n2") /h?

TS A A
donde i expresa el numero de iteraciones hasta que el parametro maximice la funcién
de verosimilitud. La ventaja de este algoritmo es que s6lo necesita para su calculo de

las primeras derivadas de la funcién de verosimilitud, establecidas por las condiciones

de primer orden.
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Diversos autores sefialan problemas de convergencia en la estimacién maximo
verosimil utilizando este tipo de algoritmos. Alternativamente, se han propuesto o bien
utilizar otros métodos de estimacion (Mark (1988) Geweke, (1989)) o bien otros

algoritmos de optimizacién numérica (Novales, 1993).

La estimacion de los parametros de un GARCH(p.q) se realiza también por

maxima verosimilitud, con la misma forma para el logaritmo de la funcidon de

verosimilitud,
T l e T T 2
L.(8)=) =& 9) =-23Y"log(h?) -1y ()
t=1 T 2 t=1 t=1 t
donde,

Se suele utilizar el algoritmo de Berndt, Hall, Hall y Hausnian, BHHH, (1974).

Sea 6" |a estimacién de los parametros después de la estimacion i-ésima, 6™" es

calculado recursivamente como,

61 al T

6(14-1)

t=1
siendo, A; una variable de longitud de paso que se aplica a cada iteracion y qe

posibilita una rapida convergencia.
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El mismo algoritmo se utiliza en los modelos ARCH multivariantes, en los que la

funcidén de verosimilitud que se trata de maximizar se expresa,

T -1 -3
L(8) =Y [logf(e,Q.%)-1log|Q.*|]

i=1

en la que (-log h,) se ha sustituido por (-log | ©,| ), mientras que (g,Q,) sustituye a (gh,).

El modelo STARCH se estima por maxima verosimilitud utilizando el Filtro de
Kalman, al igual que en el modelo estructural basico propuesto por Harvey (1989).

En este caso, e! filtro de Kalman afiade a la estimacién los parametros del ARCH(1)

para g y n,, es decir,

y.=Z.a +Xp+Ae +e;=[Z,0A ) a;+X P+e;

con la ecuacion de transicion

@l (T, 00||%ca| [r ¢ o]|n:
a; =M¢f=| 00 0||Nea|+| 01 0[|n,

e.] L000]le.,| [001]e,

A diferencia de los modelos anteriores la matriz de informacién obtenida bajo la
hipdtesis de normalidad condicionada de los modelos ARCH-M y EGARCH no es
diagonal en bloques con respecto a los parametros de la media y la varianza
condicional. Esto significa que en estos modelos la estimacién de los parametros no
puede realizarse independientemente. Asi, la estimacion consistente de los

parametros requiere la correcta especificacion del modelo completo (para la media y

para la varianza).
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Bollerslev y Wooldridge (1991) proponen un método de estimacion cuasi
maximo verosimil en la que, en analogia a White, pretenden obtener una estimacion
consistente y robusta asintéticamente de la matriz de varianzas y covarianzas de los

parametros de un modelo ARCH.

El estimador cuasi maximo verosimil 0, se obtiene maximizando el logaritmo de
la siguiente funcién de verosimilitud L,,
= 1 1
L,(8) =§j{ 1,(8) =——2—log|£2 (0) |—Eet(e)’nglet(e)
t=
Q, es la matriz de varianzas y covarianzas de las variables exdgenas en un modelo
de regresion y=x0+¢, siendo y, un vector de kx1 observaciones de la variable

dependiente, x, un vector de variables predeterminadas y ¢, un vector kx1 de residuos.
La matriz obtenida por Bollerlev y Wooldridge (1991) puede ser representada
como

A8 A7

siendo las matrices Ay B

las cuales dependen de E[y/x]J=v(x.0), V[y/x]=Q(x,0); &(y.x,Q)=y,-v,(x.0) es un

vector kx1 de residuos, y
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ou . (8) =%, (6)

aQ, (8)

35 =vgQd, (6)

son matrices de derivadas parciales de orden Kxp y K2xp, respectivamente, tal que,

a,(0) =vpu,(8) 'Q: (8) veu, (6) +%veﬂt(6)’
[Q; (0)BQ:' (8)] vQ,(6)

es la matriz de informacién condicionada, de orden pxp, simétrica y positiva, y donde,

5. (8) =1 (8) Q" (8) oh . (8) +2 %02, (B)
[Q:(0)®Q."(0)]1%Q,(0) vechle,(8)e,(0)-Q,(8)]

es un vector 1xp.

Para funciones de distribucion condicionales no normales se debe redefinir la
funcion de verosimilitud. En este sentido, por ejemplo, se pueden utilizar las
distribuciones del error generalizadas, GED, (Box y Tiao, 1975). Las GED no son una
distribucion sino una familia de distribuciones, incluyendo distribuciones mas
leptocurticas y mas platicurticas que la distribucién normal. En realidad la GED es una
mezcla de distribuciones normales (Hsu, 1982). El logaritmo de la funcién de

verosimilitud de una GED queda definido por,
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T —2_
L=tLnd(v) -z (—21— Lnb§+c(v) zcl*V) =1<vy<o

t=1

st
t ht

acv) =ML2W))F (1+v) 1[[1 lgv”‘%
c(v) =[1‘(L2+"))]1—fvﬁ 1;\; )]Tf‘v

I'(.) es la funcién gamma. Cuando v=0 z, sigue una distribucion normal estandar, y si

z

v>0(v<0) la distribucion tiene colas méas gruesas (delgadas) que la normal. v=1, por

ejemplo, se corresponde con la distribucién doble exponencial.

5.- IDENTIFICACION Y CONTRASTE DE UN MODELO ARCH

la existencia de un proceso ARCH(1) incrementa los errores estandar de las
estimaciones de las autocorrelaciones muestrales. En concreto los errores estandar
asintéticos seran

1+2a,

JT

mayores que los errores estandar de un proceso homocedastico (T'?) (Weiss, 1984).
Milhoj (1990) demuestra que esta diferencia provoca una perdida en la potencia de

los contrastes.

.. Asi pues, cuando existe un esquema ARCH se debe obrar con cautela, a la hora
de identificar a través de la FAS y FAP de €3, puesto que al incrementarse los errores

estandar las bandas utilizadas tradicionalmente no son las correctas.
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Puesto que las herramientas tradicionales, FAS y FAP de €2, no sirven para
discernir la presencia y el orden de un modelo ARCH se han propuesto otros
contrastes alternativos. La hipétesis nula que se trata de contrastar es la existencia
de homoscedasticidad frente a la existencia de heteroscedasticidad de orden p, o
ARCH(p).

Los contrastes tradicionalmente utilizados para verificar la existencia de modelos
con varianza condicionada estan basados en los Multiplicadores de Lagrange (ML),

que pueden expresarse de forma asintéticamente equivalente como

E=Tf'z(z'z) 1z 1f/f!f=TR?
donde RZ es el coeficiente de determinacion de la regresion de f sobre z. Como al
anadir una constante y multiplicando por un escalar el R2 de una regresién no se

modifica, el R? anterior lo es también de la regresién de €2 sobre una constante y los

p valores retardados de &2,

Por ejemplo, en un ARCH(p)

el estadistico a utilizar es,

TR?-y2
siendo R? el coeficiente de determinacion de la regresién. El estadistico se distribuye

asintoticamente como una x2 con p grados de libertad, cuando la hipétesis nula es

cierta.
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La identificacion del modelo GARCH tiene los mismos problemas asociados al
ARCH. En este caso, la funcién de autocovarianzas es

d P m
Yk=;E Cj YVie-1+ ; B Yk-fz P;i V-1
=1

i=1

donde, k>=p+1, m=max(p,q), ¢=0+B, con i=1,...,q. Asi pues, la FAS es

Y m
pk=_“=z ®; Yp-; i N2p+1
i=1

En el contraste del modelo GARCH(p,q) se plantea la hipétesis nula es la no
existencia del GARCH contra la alternativa de que exista. Nétese que la hipétesis nula

puede contener raices del ARCH(p), es decir, a,>0, para i=1,

Si se realiza una particién de la varianza condicionada, tal que,

= 2l = ! /
h=20 =2 w,+ Z, w,

correspondiendo w, a la parte ‘media mévil' del GARCH, entonces la hipétesis nula

puede plantearse como

es decir,

Hy : (ay,..,¢0,B,...,B)=(a;,..,&,0,..,0)

Por tanto rechazar la hipotesis nula implica que se rechaza la existencia de que
la varianza condicionada siga un proceso estocastico lineal discreto GARCH, pero no

se puede asegurar que la varianza no sea heterocedastica, es decir la existencia de

efectos ARCH.
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Teniendo en cuenta esta limitacion, el contraste de un modelo GARCH(p,q) esta
determinado por el siguiente estadistico definido a través de los Multiplicadores de

Lagrange,
=2[£'z (2'2 ) 2'f |

donde f es,

, OhZ ah;]
que se distribuye como

TR?-x;

donde r es el nimero de elementos de w,.

La existencia de asimetrias (modelos tipo EGARCH) puede ser investigada
examinando el comportamiento de los residuos estandarizados de la estimacion de
modelos lineales. A este fin, Engle y Ng (1991) proponen tres sencillos contrastes.
Con el contraste de 'sesgo de signo’ se evaluan los efectos de las innovaciones
positivas y negativas sobre la volatilidad. Sea S, es una variable ficticia con valor
igual a 1 cuando g, , es negativo y 0 en otro caso, el estadistico de 'sesgo de signo’

no es mas que la t de Student en la siguiente regresion:
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22, =a+bS,, +y,

donde z, son los residuos estandarizados. Los contrastes de 'sesgo de signo positivo

(negativo)’ evaluan el diferente impacto que las sorpresas grandes positivas

(negativas) tienen sobre la volatilidad.

ZZ =a+bS, g, +U,

Z%, =a+bS" g, + U,

Finaimente, se pueden contrastar conjuntamente los tres efectos a través de una F,

' =a+bS,, + b,S' 1€ + D878, + U,
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